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Introduction

_ This short paper on measuring the cyclod appeared in print some 360 years
‘ago in Italy as an appendix to Torricelli's treatise "On measuring the parabola®.
The problem of cycloid was then well known. In ltaly, the first to consider the
‘oycloid was Galileo and then his disciples Cavalieri, Torricelli and Viviani. In France
the cycloid also occupied the thoughts of Mersenne, Roberval, Fermat, Pascal and
Descartes. In England, Sir Christopher Wren, better known as tha architact of
St Paul's cathedral, also made a contribution to thinking about the cycloid.

Galileo had tried to find the ares under the cycloid curve. He suspacted that
this area was “three times the rolling circle®. Not being able to prove it, he weighed
physical shapes on the scale and came to the conclusion that the area under the
cycloid might be less than this. He seems to have got no further with the problem.
The Appendix of Torricelli was the first printed solution of the prablem.

The short text of Torricelli has great charm of its own and gives us some
insight into the style of mathematics in first halif of tha seventeenth century.

The Appendix was a small attachment to a monograph "De Dimensione Parabolae®,

whosa aim was to present 20 proofs of the same statement about the area of the

parabola, well known sinoce Antiquity. This was the quadrature of the parabola,
determining the area between parabola and its secant. So why should he present

20 proofs and not just one? Of course, it was a digplay of his virtuosity as a

mathematician, but thera was another motivation. Just a few years before,

Cavaliari had formulated his principle of determining the area of some shapes,
plane or solid, by the method of indivisibles. Although Cavalieri's principle was
broadly accepted, there was still some residual uncertainty. A proof by the new
principle which could be confirmed by more traditional methods was one way to
establish greater confidence. Torricelli presented ten different proofs by the usual
geometric method of exhaustion in euclidean style, and then ten different proofs
using the new language of indivisibles. The structure of tha whole monograph is
interesting not so much for the content, but more for the language and style.
: The Appendix on the cycloid demonstrates on a smaller scale this
juxtapastion of proofs in the old and new style. In translating the original text of
Torricelli we have tried to preserve the original style and some features of the
vocabulary. He did not use the word "area”, but used “space” instead. He had no
concapt of measure, for his concept of real number was just beginning to emerge.
ad he used expressions like "a rectangle which is equal to two circles”, The

'he compares "all lines tagether” in a certain shape with “all lines in

W-n- significant development in mathematical thinking. It is
rom the first staps made by Archimedes, Torricelli's text on the

.smergence of a new language, which gave mathematics in the

mu one of the first to use infinite sets fraely. We find *and so on to infi-

ja::::z: :;z:;lw; T:frice IIedg;n o wymierzaniu cykloidy ukazala sie drukiem
W tym czasie Dmblir:mgu gty 'f“""’*““’“*” Paraboli™ w roku 1644,

: eykloidy byl juz znany. Wa Wioszech 8jmowal sie
e T
Kartezjusz i inni. W Anglii Wallis i Ci:iit:'::rh‘:mm?' R"'h“‘”"- P‘“HL
byl pierwszg drukowang wzmiank - : s lDDnndlx Tof.ncallleg‘o

; : 4, w ktdrej przedstawiono zagadnisnie i je-
go I'DZW-Iq!ilnlﬁ. Ta krdciutka wzmianks mae swij wielki wdzigk. Daje dobre
“'Vc'b”_““’““_? o stylu w jakim uprawiano matematyke, w pierwszej polowie
XV wieku, jakimi poslugiwano sie pojaciami, jakiego utywano jozyks.

Przede wszystkim rzuca sig w oczy miejsce - otoczenie w ktdrym sig poja-
wila. Traktat Torricellego ,De Dimensione Parabole” po prostu miat przed-
stawlé 20 réinych dowoddw tego samego faktu, znanego od starofytnodci -
o tym, ie pole miedzy paraboly i jej cigciwg jast réwne dwdm trzeeim pola
tréjkata, ktérego bokami sa, ta wlasnie cieciwa i dwis styczne do parsboli
wystawione na koncach tej cigciwy. Takie pomy$ine obliczanie i w koficu
obliczenie pola pewnego obszaru nezywano kwadrsturg. Dawalo to bowiem
teoretyczng mozliwoéé narysowania kwadratu o polu réwnym rozwaisnemu
polu. To poczatkowo pogladowe wyraienie kwadratura” stalo sig 2 biegiem
czasu idiomem wyraiajgqecym poszukiwanie miary obszaru.

Masuwa sle pytanie dlaczego at 20 dowoddw. Cry nis wystsrczylby jeden?
Widoeznia nie chodzite o sam fakt. Do tego wystarczylby jeden dowdd.

W tym czasie inny uczen Galileusza Bonaventura Cavalieri sformulowal ogdl-
na zasade wyznaczania miary obszaréw plaskich i przestrzennych. Chodzilo
moie o sprawdzenie tej zasady | potwierdzenie, ie jest one dobra, & przy
okazji wykazanie sig pewna pomystowoécig. Torricelli podat 10 dowodéw
kwadratury parabali nie uzywajac zasady Cavalieriego a nastepnie 102 jej
uiyslem. Swoja budows przypomina to troche Exercise de style™ Raymon-
da Queneay. Trzeba dodaé, 2a matematycy na poczatku XVIl wieku nie byli
pewni siebie, Szukali potwierdzenia dla swoich wywedow. Chodzilo tei moze
o niezaleine sprawdzenie wywoddw samego Archimedess.

Tekst Torricellego staralismy sie przedstawié w motliwie wiernym przekia-
dzie. Warto zwrdcié uwage na styl i zasob stdw, kidry jest dosé skqpy. Na
przyklad Torricelli nie utywa slowa ,powierzchnia”. Zsmiast tego mdwi
Lprzestrzen”. Natomiast jest to jeden 2 pierwszych tekstdw, w ktérych swo-
bodnie méwi sig i tak dalej do nieskonczonodei” i pordwnuje sig wszystkie
linie na raz” w pewnym chszarze z pewnymi innymi liniami wszystkimi na
raz" w innym obszarze. Méwiaa naszym jezykiam, sq to poczatki uznawsnis
istnienia zbioréw nieskoriczonych w matematyce. Te poczatki byly rrobions
przez Archimedesa w staraiytnodel. Tu jest delszy etap. Tekst Torricellego
pokazuje jak powstawal nowy jezyk, kidry dat matematyce ogromny site.
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O wymierzaniu cykloidy

h ciatbyrn v tym preycrynku dodac rozwigzanie problemu bar-
( : dzo wdzigeznega i, jeieli papalrrysz na tresc i temat, przy

nierwszym zastanowieniu bardzo trudnego. Myliti fudzit on
matermnatykdw naszego wieku najprzedniejstych; daremnie,

albowien préba dowaodu wymykata 3i¢ 2 ich rak z powodu fais1l dodwiad-
czenia. Zawiesza)ac bowiem na wadze madele materialne powiarzehni figur,

ad wielu lat

nie wiem jakim wyrokiem losg, proparc)a, kldra w rzeczywislosci jest potroj-
na zawsze okarywsla sie mniejsza niz potrdjna.
Stqd stato sie, ze racze] z powady podejrzenia o niewspatmierngsé
liak sadzel niz & powodu rwatpiania w dowaod rozpociete roTwazania rostaty
preez nich porzucong.
Teza jost taka. Proyy-
mijmy, te na pewnej
uslalonej linii proste; AB
akrgg AL styczny do
proste] AR w punkeia A
Ustalmy punkt jaka staty

na obwaodznie okregu AC
Teraz wyobrazmy sobia,
ie na tej ustalonej prostej okrag AC obraca sig jednoczesnie ruchem
obrotowym i postgpowym w strong punktu B! tak, aby bezposrednio jakimé
swoim punktem dotykat linii prostej AD az dotad, dopdki ustalony punkt
powtdrne nie wroct do stycznosci w punkcie B. Pewne jest, ze punkt A
urmigszczony na obwaodzie abracajacego sig kola AC, rakresli pewng linig,
najpierw wznaszacg si¢ od lezgce| nizej linii AR, nastepnie gorujgcy okoto
punktu [J, poterm chylyeq sie, 25tepujaes do punktu B.

Mazywana byta taka linia ADB cykloida przez poprrednikow naszych,
swihaszcza przer Gahleusza juz od ponad 45 lat, zas prosta Al podsiawg
cykloidy a okrgg AC radzicem eykloidy ey generatorem Okrggeem Iwoitg-
cyml,

Wilasnosé i natura cykloidy jest 1aka, e je) podstawa AD row-
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dante, triplum eff¢. Demopitrationes ires ezt {.q{r:rﬁ pemi-
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tiomesexibenmus - :

Appendix
p

THEOREMA I,

Omne {patium quod fab linea Cycloide, & reéta cius bafl
continetr, triplum eft circuli fui genitoris; fiue fefquialterum
trianguli eandem bafim; &eandem altitudinem habentis .

Effo Cyclois linea abc de-
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4d exisandum figure confu- L e Eih...-[
sionem.) Dicofpasiam abc P F

S triplum effe femicivenli cd
 of; siucfefguidlreramerianguli acf, )
 Accipiantur dno punika b, & i indiametrs c £. eqgudremo.
taacentre g. Duilifg.hb,il cm equidifanteripsifa,tran
perpundab, &l femicircudi o gp, mln, gquales ipsi c

ingentes basimin puntiis pn.

Nanife-

86 ' DODATEK

na jest obwodowi okregu twarzqcegoe AC. To zas jest jasne poniewai caly
obwéod AC, przy abrocis, sam sig wymierza stalej prostej AB.

Malezy 1eraz zapytag jaki jest stosunek prrastrzeni cykloidalngj ADB do po-
wilerzr_hni kota AC, ktére jg tworzy? | pokazemy, ds Bdg, #a jest trzy razy
wigksza. Dowody bedg trzy, calkiern réne. Pierwszy i trzeci dokonujg sie
przez nowa Geometrig Miepodzislnyeh, nam najblizsza; drugi za przez
padwdine zaprzectenie, matoda staroiytnych aby rwaolennicy jednych i dru-
gich imefod) byli zadowoleni. Zreszta, co praypominam, prawie wszystkia
zasady, wedlug kibrych dowodzi sie czegokelwiak przez Geometrig
Niepodzielnych, mogg byé zredukowane do zwyklego dia starozyinyeh dowo-
du niewprost: co przez nas jest dokonane jak | wielu innych, takze w pierw-
57ym i trzacim z nastepujacych twierdzen; lecz, aby ciarpliwodgl crytelnika
thytnio nie naduiye, sadzimy, 2e wisle nalety pominaé i tylko trzy dowody
pokazujerny.

TWIERDZENIE |

Cala powierzchnia, ktdra zawiera sig migdzy linia cykloidy i prosta, jej
podstavwa, jest trzy razy taka, jak kolo, j3 tworzace; lub tez péttora razy taka,
jak tréjkat, majacy taka sama podstawg i taka samg wysokogé.

Miech bedzia linie cykloidy
ABC opisana przaz punkt
C akregu CDEF gdy on
sam locTy sig po stale]
podstawie AF. {przyimu-
jerny zatem pétoykloidg
i patokrag tylko dla uniknig-
cia zagrnatwania rysunku.]
Twierdze, te powierchnia
ABCF jest trzy razy taka,
jak pélawka kota CDEF;
|ub pottara raza taka, jak
trajkat ACF,

Prryimijmy dwa punkty H oraz [ na srednicy CF, rownooddalone od
srodva G. |Przymijmy [ez, Z¢] poprowadzone HB, IL, CM réwnolegle do tej
samej FA przechodza przez punkty B oraz L pétokregow OBP, MLN,
rownych temuz CDE i styeznych do podstawy w punktach P oraz N.

Widocr
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O CYKLOIDZIE

p::;d::zlr:i;:. :el::rcsta HD, IE, XB, QL s3 réwne, i te na mocy

: 0 Il [Elementéw Euklidesal réwne sa luki OB, LN. Wiec
8 CY rawne sa CH araz IF, rdwne beda CR oraz UA, przez analogis.
e e

v jest) prastej ANz tego samego
coduk LN samym sobg sig na prostej AN wymierza, pozostaty fuk BP
bedzie réwny NF, pozostalemu kawatkowi prostej. |z tego samege powadu
tuk BP prostej AP, ituk BO prastaj PF bedzie réwny.

Jut prosta AN réwna jest tukawl LN, czyli fukowi BO, czyli prostej PF.
Wige przez analogie, réwne bedg AT, SC. Zas poniewaz réwne beda CR,
AU pozostate UT, SR beds taz réwne. Dilatago w tréjkatach rawnakat-
nych UTQ, RSX rowne bed3 adpowiednia baki UQ, XR. Jasne jest
przeto, te dwie proste LU BR razem wazigte bedg rowne dwam prostym
LQ, BX atym samym El, DH (razem wrietymi i to zawsza bedzie prawda,
gdsiekolwiek beda wzigta dwa punkty H oraz | jezeli tylko beda jadnakowo
oddalone od $rodka, Zatem waszystkie linie figury ALBCA sq réwne
wszystkim liniom pétkela CDEF; i przeto figura dwuliniowa ALBCA be-
dzie réwna patkolu CDEF.

Lecz tréjkat ACF jest dwa razy taki jak pétkole CDEF. (poniewaz trojkat
ACF jest odwratny do tréjkata przadiozonego przez Archimedess w 0 wy- &
mierzaniu kota’, gdy bok AF réwny jest patokregowi zas FC srednicy, skad
wynika, ze tréjkgt ACF réwny jest catemu okregowi, ktdrego srednica jest
CF.] Zatem sktadajgc razem, cala powierzchnia cykloidy jast ponora razy
taka, jak tréjkat ACB opisany wyZe|, a 2atam trzy razy¢aka, jak potdwks kofa
CDEF. Co bylo da ...

Lemar |

Jazeli na bokach przeciwlegtych dowolnago prostokata AF zostang
narysowane dwa pétokregi , EIF, AGD, to figura zawarta mhd:yu;h
abwodami i pazostalymi bokami jast rdwna r P

Mazwana jest taka figura Lukowcem; cala albo jej cresci, kidre m

dy hedzie przecieta linig do FD rownalegla.
qdy be P

Ei
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Dowodzi sig: poniewaz pétokregi sa rowne, po odjgciu

wspolnej czesci BGC i dodaniu trzyliniewcéw EBA oraz E h

CFD, proponowana teza staje sie jasna. =
Kiedy 2a% dany bedzie prrypadek, ze nis bytoby wspél-

nej credei dowod bedzie jeszcae kratszy i fatwiejszy.

Latwo bowiem przez ich odejmowanie pokazaé, ie tuko-

w.Let. przeciety przez linig do samej FD réwnalegts jest ~_1L

rowny prostokatowi o takiej samej wysokosel | zhudowa- F

nNemu na te] same] podstawie.

Lemar I,
Niech bgdzis linia eykloidy ABC opisana od punktu C pétokregiem CDE,

ktéry toczy sig po state] AE. Uzupsinijmy prostokat AFCE, tak aby
wokét AF.

AGF. Twierdze, ze F T S R G
cykloida ABC
przecina fukowisc
AGFCDE na pét.
Jezeli bowigm by
tak nie byto, to na
pewno jedan z

G

dwéeh trzyliniow- .F\ - L H 1 R

cow FGABC,
ABCDE byiby )
wigkszy od polowy 1ege fukowca. Niesh tak bgdzie i prayimiimy, 2& jaden 2
nich [ktérykelwiek by byl mianowicie ABCDE jest wigkszy niz polows
Jukowea. | niech nadwyzka, o ktorg trzyliniowiec przewyIsia potows fukowes
bedzie réwna pewnej powierzehni K. ; )
Przatnijmy na pot AE w H, nastgpnie HE w [, i niech tak sig fd:_'-e;e dalej
dopoki jakis prostokat IEC nie okaze sig mniejszy od paw’ieﬂchnll K. wredy
nalezy cata AE podzielic na czesci réwne IE i przez punkty podziatu LHI
niech przechodiy pétokregi réwne potokregowi CDE, styczne do podmw_v
w punktach L,H.I, i przecinajaece cykloide w punktach 0.B.M, prrer ktdre

. AE
przeprowadzamy proste GO, PB, QMD rownolegte do padstawy o

I R 1 e

|
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O CYKLOIDZIE 29

Bedzie przeto tukowiee OH réwny takiemuz GL: tukowiac 284 Bl rowny
tukowcowi PH: itukowiee ME réwny tukoweowi QL. Dlatago tez cata
figura skiadajaca sie z tukowedw i zawarta w trzylinioweu ABCDE bedzia
rowna figurze opisanej na tym samym trzylinioweu, wylczajae jednak
tukowiac IMRCDE. Jezsli za% do opisanej figury dodasz ten jej tukowisc
IMRCDE, to prrawyiszy opisana figura tg wpisang o wymianiony fukawiee,
czyli prostokat RE, ktéry oczywiscie jast mniejszy od powierzchni K.
Dlatego zawarta w trzylinioweu figura o tyle badzia wieksza niz polowa
tukowca AGFCDE i z tej przyczyny wieksza nit trzyliniowiec FGABC.
Lecz ona rowna jest drugiej figurze, 2lozone] z fukowedw i w trajlinioweu
FGABC zawartej: 2atem ta oméwiona figura bylaby wigkszs od swojego
tréjliniowea FGABC, czeié od swojej catosel, co byé nis moza.

Jasna jest, e oméowione figury 53 sobie réwne. Bowiem fuk OL réwny
jest proste] LA | to jest prostaj IE, to jest tukowi RM [nad eykloida).
Zatern fukowiee OH bedzie rowny tukoweowi MS, i 1ak o kazdym z osobna.

Jezeli zas prayjelibysmy, 28 trojliniowiec FGADC wigkszy jest niz polowa
tukowea AGFCDE, konstrukeja figury | dowéd bedzia zupetnie tan sam.
Zatem wyciggamy wniosek, 2 linia cyklaidy ABC przecina na pal fukowisc
AGFCDE. Co byto zamierzona.

TWIERDZENIE 1[I

Przestrzen pod cykloida jest
trzy razy taka Jak kelo jg two-
rzqce.

Miech bedzie cykloida ABC
apisana od punktu C okregu
CFD. Twierdze, 2e powiarzchnia
ADBCD jest trzy razy wigksza od
potokrggu CFD.

Utwarzmy prostokat ADCE; destawimy do AE pélkola AGE,
poprowadzimy AC.

Trajkat ADC jest dwa razy wigkszy od potkala CFD (poniewaz pogstawa
AD jest rawna obwodowi CED 2 cykloidy za$ wysokesé DC rawna sreani-
cyj zatem prostokat ED bgdzie catery razy wigkszy niz

to
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1o petkole CEFDY Zatem tukowiee AGECET) bedzie eTtary rary takijak
notkole: dlatago trojliniawiee ABCFD (7 poprzadsa i
dwa razy wieksry od polawki kola i, skiadajge, pole
wigksie niz ta polowka kola CFD,

iaeens lematul bedsia
ABCD badzie 12y razy

TWIERDZENIE M

Cala przestrzen eyk-
laithy jast trzy razy taka
jak kolo j3 tworzges.

Miech bedzrie dana
linia cykloidaina ABC
apnsana punktermn C
podkota CED.
Powiadam, ze pole
MRCD jest trzy eazy
takie jak palenle CEDL

Marysujmy prastokat AFCD,; robmy tak, ze patkole AGF oznacrone
zostanie w dwoch punkiach 1 araz 1 na $rednicy T, réwnooddalonyeh od
sradka i niech bedy poprewadrone HL | 1G réwnoodlegle od AD, ktére
preecinajg cykloide w e punktach B i O MNisch bedg wresicie poprowadrons
przez B i przez O dwa pétkola PRQ, MON podobnie jak poprzednie.

Teraz prosta GO jest rowna prostej RU [poniewat réwne s3 GR, OU
8 120 jest wspalnal jak réwninz j=st rowna prostej AN i bez watpisnia fukowi
ON (eykloidyl oraz dukowi P13, ek réwniez proste] PC,iTHiBS.

W ien sam sposh, co pokaralismy, 78 prosta GO jest réwna F‘lbﬂfi BS,
nokazemy, 7e wstystkia i katda z osobna linie (réjliniowego pois FGABC s
ola ABCED, 7 tego powadu

réwne wirystkim liniom trajliniowego p

wymienione trojliniowe pola bedy réwne. Zatem 1ak jak w poprfedmm
Twisrdzeniu pole pod eykloidg jest U7y azy takie jak polkole CED.
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Uwagi do takriu oryginalnego o cykioldrie R T

1 Wisréd tych najprzedniejszych matematykéw trzeba wymienié przede
wszystkim Galileusza. Galileusz interesowat sie cykloida 2 powodu jej tadnaqo
ksztattu, ktory dawat wdzieczny opis przestom mostéw. W liscie do Cavalgriug“
w roku 1639 wspominai o tym. Pisat tam réwniez, ie badat te krzywg od pnen;ﬂ
g0 lat. Prawdopodobnie Torricelli nie wiedziat o tym, ze we Franeji juz od kilky
lat Roberval miat rozwigzanie tego problemu, obliczyt pole zawarte miedzy tukiem
cykloidy a jej podstawa, jak rowniez §rodek cigzkodcei bryly, ktérs powstaje z obro-
tu cykloidy wokét jej podstawy, chociaz nie ogtaszat tego drukiem. Jest jednak
mato prawdopodobne, zeby Roberval znat wtedy dtugosé tuku cykloidy.

Wzmianka o wazeniu wycinkéw papieru w ksztatcie wyznaczonym cykloidy i jej
podstawa jest zgodna z tym, co wiemy o Galileuszu i jego stylu: sprawdzanie
doéwiadczalne hipotez i préba dowodu matematycznego.

2 Nawet gdy wynik wazenia bythy bliski liczbie 3, to nie moina by na tej
podstawie wnioskowac, e poszukiwana wartosc jest rowna 3 lub moze wymierna.

3 Tu opis toczenia sie kota po linii prostej jest raczej obrazowy, wizualny.
Stowo 'linia’ zwykle znaczy 'odcinek’, czyli kawatek linii prostej. Uzyte zostato
slowo 'obwéd'. Przez toczenie obwadd kota przyréwnany zostat do odcinka.

4 W tym czasie cykloida zwana byta we Francji trochoidy, uzywano tez
francuskiego stowa “Roulotte’.

5 Najmniejszy prostokat zawierajgcy tuk cykloidy ma wymiary 2rr na Z2r,
dlugosé 2rr, wysoko$é 2r, jego pole wynosi 4rrl,

6 Torricelli najwyrazniej jest $wiadom tego, 26 mogt juz zmeczyé czytelnika
dwudziestoma dowodami o paraboli, podaje zatem tylko trzy dowody o kwadra-
turze pola cykloidy. Jeden z nich, drugi, nie korzysta z zasady Cavalieri' ego. Dwa
pozostate korzystajq z tej zasady i sg przez to bardzo intuicyjne, wizualne.

‘Falszywe zatozenie’ jest tu nazwg specjalnego przypadku dowodu apagogicz-
nego, przez sprowadzenie do niedorzecznoéci (Rasiowa 1975). Ten specjainy
przypadek polega na tym, e pokazujemy sprzeczno$é z zatozeniem. Dowody
przez sprowadzenie do sprzecznoéci nazywane tez s ‘dowodami nie wprost'. W
przeciwienstwie do tych dowoddw, czesto nie dajacych dobrego wgladu intuicyj-
nego w 'strukture’, Metoda Niepodzielnych dawata pewien wglad intuicyjny.

Zwrot uwage, e slowo 'niepodzielny’ ma bliski 2wigzek semantyczny 28 stowem
‘atom’,

: 7 Réwnowaznosé rozumiana jest tu przez poréwnanie powierzchni.

8 Po raz pierwszy pojawia sie trojkat ACF, jego wysokosé jest rowna 2r
natomiast podstawa ma nar z czego wynika, ze pole jest réwne ar?.

9 Dowéd jest precyzyjny i 'lekki’. Jest to zupelnie inny styl dowodzenia niz
Wspéiczesne ‘siemieine’, 'silowe' dowody, czesto spotykane w matematyce

szkolnej. Ten dowod apeluje do poczucia szeroko rozumianej symetrii.



10 Podanie 14 z Ksiggi lll Euklidesa: ‘ .
W kole liniie proste rawne, na okregu icgo sakoiicxone, 5q réwnoodlegle od frodka; i kibre liniie

proste w kole na okregu iego sakosiczane 5q réwnoodlegle od irodka, 5q tek migdzy soba réwne.’

11 Méwiac intuicyjnie, argumentowanie poprzez ruch nie+btﬁo uznawane przez
matematykow w Starozytnej Greciji i nie wstepowafcf u Eukiu;lesa. Torricelli tez
staral sig takich argumentaciji unikac. Dzisiaj akceptujemy takl? rozwazania. Jeieli
zachodzi potrzeba, opisujemy to formalnia przez przeksztatcenia: odbicia, obroty,
przesunigcia, jednoktadnosci, zmniejszenia, powigkszenia, podobienstwa,

12 Aby mieé lepszy obraz tego rozumowania, warto spojrzeé “szkic dowodu”.
Zwréé uwage na wyrazenia .wszystkie linie... ", ... s§ rdwne wszystkim liniom”.
Te wyrazenia “zapraszajg na sceng” zbiory niaskofczozne.

13 Por. np. Proposition 1 p. 222, Archimedaes by Dijsterhuis Princeton
University Press 1987

14 Spbjrz na szkic do lematu |

15 Stowo "arcustum"” przetozylismy na "tukowiec® gdyz sens jego ma byé
wizualny. Moina by uzy¢ dosadniejszego stowa "garbus®l Spdjrz na rysunek.

16 Tu argumentacja jest niejasna i daje 'btedne koto'. Ale nastepny wywdd
jest ogéinie prawdziwy (17). Spdjrz na ikoniczne przedstawienie tej argumen-
tacji. Oczywiscie Torricelli méglby tatwo uzyé tu metody niepodzielnych

Cavalieri' ego, ala w drugim dowodzie i lematach (twierdzeniach pomocniczych)
do tego dowodu nie chciat tego czynic.

17 Spdjrz na szkic do lematu |.

18 Lemat Il jest przygotowaniem gruntu pod drugi dowéd, przez sprowadzenie
do niedorzecznosci.

Pokazana jest sprzecznosé z zatozeniem, czyli przygotowano warunki do zasto-
sowania reguly Claviusa.

4

19-23 Zwr6é uwage na styl. Torricelli nia ma jeszcze, tak jak my, ogélnego,
przejrzystego pojgcia liczby rzeczywistej. Liczba jest u niego zawsze liczbg
‘czegos’. Zamiast ‘dowolnej liczby epsilon', do ktéraj dobiera sie ‘deltg’,
Torricelli zaznacza sobie wizualnie, 'pewng przesirzed K' i do niej dobiera podziat
podstawy, pa ktorej toczy sig koto tworzgce cykloide. Ten podziat jest tak drabny,
2@ widac, ze réznica pomigdzy obszarami, ktdre powstajg z podziatu cykloidg
duzego tukowca jest mniejsza od ‘przestrzeni K' . Mogliby$my na tym dowéd
zakonczyc. Relacja < dla liczb jest bowiem dla nas chlebem powszednim, czyms$
bardzo konkretnym i postugujemy sig nig z pewnym zaufaniem. Liczba, ktéra jest
od jakiejs liczby mniejsza, nie moize byé jednoczesnie tej liczbie réwna. Albo
mniejsza albo réwna, Ta sprzecznosé konczy dowéd.

Ale Torricelli | jego wspolczesni nie operowat takimi pojeciami z dostateczng

pewnosciq. Wolat wigc powotad sig na Pewnik 9. 2 Ksiggi | Euklidesa:
9. 'Caloid, wigkssa iest od swoiey caeici.’



Jego argumentacja jest przejrzysta. Mozna ja przestawié ikonicznie. Cykloida
przechodzi przez male tukowce i powstaje przy tym narysunku co$ w rodzaju
'‘naszyjnika’. Duzy tukowiec jest podzielony przez cykloide na dwie czesci w taki
sposob, ze réznica miedzy nimi nie jest wigksza niz ten 'naszyjnik’. Przyjmiemy,
7@ ta roznica jest rowna ustalonej przestroeni K. Tymczasem dzielgc coraz drobniej
podstawe cykloidy mozemy udowodnié, ze jest mniejsza od K. Otrzymujemy wigc
sprzecznose.

Spojrz na szkice do lematu Il

24-25 Tym razem wydaje sig, ze cykloida zostata narysowana z prawa na lewo.
Majac dwa lematy juz udowodnione bez powotywania sig na Zasadg Niepodziel-
nych, mozemy przeprowadzi¢ drugi dowdéd nie powotujac sie na te Zasade.

26 Rysowanie linii AC jest tu raczej zbgdne. Pasowato by to lepiej przy pierw-
szym dowodzie. Tu by wystarczyto zwrécenie uwagi na linie kropkowana ABC
i lemat ll, o tym, ze linia ta dzieli duzy tukowiec AGECFD na réwne (co do
powierzchni) czesci. =

28-32 W trzecim dowodzie Torricelli wraca do Zasady Niepodzielnych. Wiele
osob uwaza, ze ten trzeci dowdd jest najtatwiejszy. W dowodzie tym zndéw widaé
powolywanie si@ na szeroko rozumiang symetrig. Spdjrz na szkic do dowodu lll,
Zwroé uwage, ze etymologicznie “niepodzielny* znaczy tyle co "atom™.

Uwasgii komentarze

Dowody Torricellego sq jedynymi opublikowanymi dowodami z pierwszej
potowy XVIl wieku. Dowody Robervala, spisane przez jednego z jego uczniow
opublikowane zostaty dopiero po jego $mierci, w roku 1693, w 'Traite des
mouvements composez'. Ich styl jest wyrainie inny.

Zarc}ﬁvnu dowody podane przez Torricellego, jak i te podane przez Robervala nie
stanowig petnej kolekcji dowodéw z tego okresu. Réwniez Kartezjusz podat swdj
::lowdd na pole cykloidy. Wiadomo, ze byt inny niz dowody Robervala i Torricel-
ego.

Patrzac na te kolekcje z dzisiejszego punktu widzenia, trzeba dodaé jeszcze jeden
dowod oparty na takim rysunku i Zasadzie Niepodzielnych:

Nie znalezlismy jednak tego dowodu w zrédtach z X VIl wieku.



Informacije o pierwszenstwie Robervala w sprawie pola pod tukiem cykloidy
mamy np. 2 listu Mersenne'a do Kartezjusza z roku 1938 i z listu do Fermata, jak
réwniez z innych irodet. Nie wiemy jednak nic istotnego z tych irédet 0 samym
rozwigzaniu. Roberval trzymat je w tajemnicy, bo obawiat sig kokurencji przy
kandydowaniu na stanowisko profesorskie w College Royale de France. Musiat
stawaé do konkursu o to stanowisko co trzy lata.

Pascal w swojej 'Histoira de la Roulotte', (Historia cykloidy) pisat, e wymiana
listéw miedzy Robervalem a Mersannam, Mersennem a Karntazjuszem i Marsen-
nem a Farmatem byla wczesniejsza ale prawdopodobnie sig mylit.

Pascal bardzo ostro zarzucat Torricellemu plagiat, ale jak sie wydaje nie miat
racji. Dowody i styl Torricellego réznig sig znacznie od dowoddw i stylu
Robervala. Wprawdzie Robarval uzywat "niepodzielnych® ale unikat zbioréw
nieskoficzonych. Jego jezyk byt finitystyczny. Torricelli pisat tak, jakby nie stawiat
sobie takich ograniczen. Najprawdopodobnigj ich drogi byty niezalezne,

Zgodnie z tym, co podawat Pascal, Roberval powigzat cykloide z inng krzywa,
ktdrg po tacinie nazwat 'socia’, a po francusku 'la compagne' — towarzyszka
cykloidy. Ta krzywa nazywa sie dzisiaj po prostu sinusoidg. Moina tatwo
zobaczyé, ze towarzyszka cykloidy ma $rodek symetrii doktadnie w Srodku
prostokata, ktory rysowali§my juz wiele razy, i ktory zawiera potdwke cykloidy.
Towarzyszka dzieli wigc prostokat na dwie réwne co do powierzchni czesci. Kaida
z nich jest réowna tarczy kota. Z drugiej strony powierzchnia migdzy cykloidg a jej
towarzyszkq jest rowna potdwce toczgcego sig kota, co widaé z Zasady
Niepodzielnych. Dostownie 'pokazuje’ nam to 'potdwka’ toczacego sig kota. Taka
byta prawdopodobnie oryginalna argumentacja Robervala.

HNiaktars fragmanty 1 cylowanych trédat

* Johannis Groeningii D. Historia Cycloidis

que ... am primus ejusdem inventor Gallileus, et demonstrator Torricelli fuerit... discutitur
1701 Brl.529.b.18 :

page 12-13; !
Adest Epistola Gallilei anno 1839 die 24 Febr. ad
confirmatur, & inter alia de Cycloeide haec leguntur:

"Quella linea arcuala sono piu di guarant anni che mi venne in mente il descriveria, e {"ammirai
Per una curvila graziosissima per adattarla agli archi d'un Ponte. Feci sopra di essa, & sopra lg
spazio di lei, e dalla sua corda compreso diversi tentativi per dimonstrarne qualcha passione &

parvenni da principio, che tale spazio polesse esser triplo del cerchio, che lo descrive, ma non fu
cosi, benche la differenza non sia molta.®

* Jana D.Groeningiusza Historia Cykloidy, , ktérg wynalazt Galileusz a

dowodami opatrzyt Torricelli, wydana w roku 1701
str. 12-13:

Jest list Galileusza z 24 lutego, 1639, do Pana Cavaleriusa, gdzie potwierdza sig
10, co napisane powyzej, i gdzie m.i. o cykloidzie moizna przeczylac:

«O tej linii tukowatej myslatem juz od przeszio 40 lat, aby jq opisaé, i podziwi-
alern jej piekny ksztalt, ktéry mozna by nadawaé przestom mostéw. Pracowatem .
nad tym usilnie, i nad tym, jaka jest jej przestrzen, i jej rozcigglosé liniowa i
podejmowatemn rozne préby dowodoéw i doszedtem do spostrzezenia, ie ta

pfzs!slrzeﬁ moze by¢ trzy razy taka, jak koto, ktdre jg opisuije, ale okazalo sig, 2e tak
nie jest, chociaz réznica nie jest duza”

.Cavalerium scripta, qud praedicta
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W tejze ksigdze jest uwaga o innym liscie Galileusza do Cavalieri'ego z dnia14,

lutego 1640: i
"Mgl sono stati mandati di Parigi due quesiti de quel Matematici, circa qualitemo di farmi poco

onore, perche mi pajono cura disperate. L'uno e la misura tfella superficie del cono mlenu.'
L'altro la misura di quelia linea curva simile alla curvatura d'un Ponte, s rwolu":m“
d'un cerchio, sine che scorra con tutta sua circonferenza una .llnea rettalﬁa c. e dello spazio piano
compreso de quella; e del corpo generato per la revoluzione intorno a I'asse, e alla base, il che mi
recordo, que una volta mi domandd lei, ma che infrottosamente mi vi affaticai. DE grazia mi dice se
sd, que questa due cose siano state dimonstrate da sei ano, perche per quello ch'io vedo mi

pajono difficilissime."

.Dostatem wiadomos$¢ z Paryia, o dwoch problemach od Matematykéw
wsdkiej jakosci, co nie robi mi zaszczytu, poniewaz poswigcitem temu wiele
troski. Jeden dotyczy miary powierzchni stozka skosnego, drugi miary tej linii
krzywej, ktéra krzywizng przypomina mosty, opisana przez obrét kota bez poslizgu
catym swoim obwodem po linii prostej i jej miary plaskiej, i bryly utworzonej
przez obroét tej krzywej wokoét osi i wokdét jej podstawy, o co jak pamietam
pewnego razu pytatem ich, ale usitowania bytly bez rezultatu. Z wdzigkiem mi
powiedziano, ze te dwa problemy sg juz rozwigzane od szesciu lat, ale z tego co
wiem byly wislce trudne.”

Leon Auger (1962), w ksigzce 'Nierozpoznany Uczony, Gilles Personne
Roberval, 1602-1675" przytacza list Mersenne'a do Kartezjusza, z 28 kwietnia,
1628:

~Co do Pana Robervala, to doszedt on do kilku tadnych nowych rezultatéw
w geometrii i w mechanice, i miedzy innymi powiem Panu, ze udowodnit, ze
przestrzen ograniczona linig krzywq ACB i prostg AB jest trzy razy taka jak koto
AEF; ta przestrzen jest zaznaczona przez koto, ktére przechodzi od A do B, na
ptaszczyinie lub na linii AB, gdy linia AB jest réwna obwodowi kota. A potem
udowodnit w jakim stosunku jest ta przestrzeti do tego kota, gdy koto toczy sie po
AB, wigkszym lub mniejszym od obwodu 'w jakiejkolwiek jest dany proporcji’ ...

« Quant au Sier de Roberval il a trouvé quantité de belles specuiations nouvelles tent
géometriques que méchaniques, et antr’ sutres, le vous diray une, 4 sgauoir qu'il a démontré que
I’espace compris par la ligne courbe ACB et la droite AB est triple du cercle ou de la roue ou
roulette AEF; or ledit espace est fait par le roulette qui se meut depuis A iusques 4 B, sur le plan ou

sur la ligne AB, lorsque la ligne AB est égale 3 la circonférence de ladite roulette. Et puis il a

demantr_e la proportion de cet espace avec ledit circle, lorsque la roulette décrit AB plus grand ou
plus petit que la circonférence "in quaeusque ratione data” ... »

Miesiac péiniej, 27 maja, 1638, Kartezjusz odpowiedziat, 2e ,uwaga jest tadna”.

Niestety dodat do tego: . nie wiem czy jest o co robié tyle hatasu, gdy si@ zna-
lazto co$ tak tatwego, e ktokolwiek, kto zna odrobine geometrii, nie mégtby tego
przeoczy¢, pod warunkiem, ze tego szuka.

| zaraz potem podat rozwiazanie bardzo krétkie, oparte na metodzie wyczerpy-
wanis, Archimedesa, | aby dotkngé swojego przeciwnika, napisah

~gdybym chciat si¢ chwalié z powodu znalezienia czego$ takiego, to réwnie
dobrze méglbym to robié z tain powodu, ze ogladam jabtko, ktére dopiero co

przekroitem na pét, bo przeciel nikt inny przede mnq tego jeszcze nie ogladat.”






